Eficienta algoritmilor

n cursul de introducere am mentionat c3, oricat de rapid ar deveni un calculator, sau oricat de mult s-ar
ieftini memoria, eficienta va fi un factor decisiv in alegerea unui algoritm. lata mai jos un exemplu

pentru aceasta afirmatie.

Cautare secventiala si cautare binara

Problema cdutarii suna astfel: se da un sir de elemente sortate, si se cere cautarea unei valori in
sir, respectiv returnarea pozitiei acelei valori din sir, Tn cazul in care aceasta se afla in acel sir.
Prima abordare si cea mai simpla ar fi sa parcurgem tot sirul astfel:
SEQSEARCH(S, x)

1. location « 1

2. while (location < length[S] AND S[location] #+ x) do

3. location < location + 1

4.if (location > n) then

5. location « —1

6. return location

in momentul in care gdsim valoarea ciutatd, se pardseste bulca repetitivd, si se returneazi
locatia gasita, altfel in caz ca valoare nu este gasita, returnam o pozitie eronata si anume -1.

Un alt algoritm de cautare este cel descris mai jos si functioneaza astfel: se imparte sirul in doua
si se compara valoarea de cautat cu cea din mijlocul sirului. Daca nu este gasita, pasul de mai sus se va
repeta in sirul din stdnga, daca valoarea din sir este mai mare decat cheia de cadutat, respectiv in dreapta
in caz contrar. Procedura este repetatd pana cand fie valoarea este gasita, fie nu se mai poate imparti

subsirul mai departe, caz in care concluzionam ca valoarea nu este in sir.



BINSEARCH (S, x)

low <1

high « length|S]

location < 0

while (low « high AND location = 0) do
mid = (low + high)/2
if (x = S[mid]) then location = mid
elseif (x < S[mid]) then

high =mid — 1
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else

10. low=mid+1

Pentru a compara cele doua sortari, sa presupunem pentru inceput ca S contine 32 de elemente si x
nu este in sir. Primul algoritm va compara toate cele 32 de elemente pentru a determina cd x nu se afla
in sir. Tn general, cdutarea secventiald va efectua n comparatii, pentru a determina ¢ x nu se afla in sir.
Apoi sé considerd, algoritmul BINSEARCH, ce efectueazd doud comparatii ale lui x cu S[mid]. Intr-un
program optimizat, x ar fi comparat cu S[mid] si rezultatul pastrat, asa cd putem presupune c3 doar o
singurd comparatie se va face la fiecare executie a lui while. Daca x ar fi mai mare decat toate
elementele din sir s-ar executa 5+1 comparatii. De remarcat ca 6 = log, 32 + 1. Pentru un n oarecare,

numarul de comparatii va fi log, n +1.

Comparatiile se vor face ca in figura de mai jos:

S[16] S[24] S[28] S[30] S[31] S[32]
} { U
1st ond 3rd  4th 5th gth

Figura 1. Cautarea binara intr-un sir de 32 de elemente, atunci cand valoarea este mai mare decat orice numar din

sir.

Tabelul de mai jos prezinta numarul de comparatii efectuate in cdutarea secventiala si cea binara pentru

diverse valori ale luin, numarul de elemente din sir.



Marimea sirului Numarul de comparatii in Numarul de comparatii

cautarea secventiala in cautarea binara
128 128 8
1024 1024 11
1048576 1048576 21
4294967296 4294967296 33

Din tabelul de mai sus, este evident ca alegerea unui algoritm eficient, este de dorit si inseamna o
Tmbunatatire a timpului si nu numai. Alte exemple pot fi date, in continuare vom incerca sa deprindem

modul de a analiza eficienta unui algoritm.

Analiza algoritmilor

Pentru a determina eficienta unui algoritm, acesta trebuie analizat. Comparatia de mai sus este
una informala, asa ca pentru a putea afirma ceva despre un algoritm trebuie sa efectuam ceva mai multi

pasi.

Complexitatea algoritmilor

Atunci cand analizam eficienta unui algoritm, nu determindm numarul de cicluri CPU necesare,
si nu suntem interesati de frecventa memoriei sau alte date legate de arhitectura a calculatorului
specifica pe care va rula algoritmului. Am vazut ca algoritmul de cautare binara este mult mai eficient
decat cel secvential prin numarul de comparatii, mult mai mare in cazul celui de-al doilea, pentru un sir
cu n elemente. Aceasta este o tehnicd de a analiza algoritmi. in general, timpul de rulare creste dac3 si
numadrul de elemente de la intrare creste. De aceea analizam eficienta unui algoritm determinand
numadrul de operatii elementare necesare indeplinirii sarcinii, unde acest numar este o functie de
mdrimea intrdrii.

Pentru multi algoritmi este usor sa gasim o masura a marimii de intrare. De exemplu, sa ludm in
considerare algoritmii de mai sus. n, este numarul de elemente din sir, si este 0 masura simpla a marimii
de intrare. Vom denumi n, marimea intrarii. Tn cazul inmultirii a doud matrice, m X n, numarul de

randuri si coloane reprezintd marimea intrarii. in unii algoritmi avem nevoie de doud marimi de intrare,



de exemplu daca intrarea este un graf, vom avea ca masura de intrare numarul de muchii si noduri.
Uneori, trebuie sd avem grija ce anume denumim marime de intrare. De exemplu, in algoritmul lui
Fibonacci, se poate considera n marimea de intrare, unde n este ordinul termenului Fibonacci. Totusi n
este intrarea, nicidecum marimea intrarii. Pentru acest algoritm, daca dorim sa respectam rigurozitatea,
0 masura a marimii de intrare este numarul de biti pentru a codifica ordinul termenului, care este
log, n + 1. De exemplu :

n=13= 1101,

4 bits

De aceea marimea pentru n = 13 este 4.

Dupa ce determinam marimea de intrare, vom calcula complexitatea algoritmului prin calculul

numarului de operatii de bazd, sau elementare, necesare efectuarii algoritmului.

Uneori, vom considera, pentru usurinta calcului, o operatie de baza simpla cum este adunarea si
alteori o operatie de baza mai complexa, compusa din operatii simple. De exemplu, intr-un algoritm ce
sorteaza prin compararea cheilor, vom considera instructiunea de comparatie o operatie de baza si
asignarea o alta operatie de baza. Astfel putem separa, si calcula cu o acuratete mai mare eficienta
acelui algoritm. Alteori, cand dorim o estimare a eficientei algoritmului, putem cupla cele doua operatii

intr-una singura si denumi acea operatie de bazd.

Tn multe cazuri o operatie de bazd este efectuatd in acelasi mod de un numar de n ori. In aceste
cazuri, T(n) este definit ca numarul de ori de cate ori algoritmul efectueaza o operatie de baza, pentru o
instanta de madrime de intrare n. T(n) este denumitda complexitate de timp valabild in orice caz, iar

determinarea lui T (n) se numeste analiza complexitdtii de timp valabild in orice caz.

Pentru a putea intelege mai usor analiza algoritmilor este indicat sa facem o incursiune in matematics,

mai exact in analiza cresterii functiilor.

Cresterea functiilor

Ordinul de timp, descris in primul curs, oferd o caracterizare simpla a eficientei algoritmului si
permite compararea unui algoritm cu altul. Atunci cdnd marimea intrarii este suficient de mare, pentru
ca ordinul de timp sa fie relevant, studiem eficienta asimptoticd a algoritmilor. De obicei, un algoritm
care este asimptotic mai eficient, este alegerea potrivita, exceptie facand cazurile in care marimea de

intrare este foarte mica.



Notatia asimptotica

Notatiile folosite pentru descrierea timpului de rulare, sunt definite ca functii a caror domenii
sunt multimi de numere naturale N = {0,1,2, ... }. Notatia asimptotica poate fi extinsa pe un domeniu de

numere reale, daca acest lucru este necesar.

Notatia @

Tn primul curs, am gésit cd T(n) = 0(n?). Sa definim semnificatia notatiei. Pentru o functie datd g(n),
vom nota O(g(n)) cu setul de functii care:

existd constante pozitive cq, ¢y Si ny }
astfelca 0 < c;g(n) < f(n) < c,g(n) pentru orice n = n,

6(g(m) = {f @)

O functie f(n) apartine multimii @(g(n)) daca existd constante pozitive c; si c, astfel incat ea
poate fii delimitata de functiile c;g(n) si c,g(n), pentru un n suficient de mare. Desi B(g(n)) este o
multime, vom scrie "f (n) = ©(g(n))" pentru a indica faptul ca f(n) este un membru al (g (n)).
In figura 2 sunt reprezentate functiile f(n) si g(n) unde f(n) = ©(g(n)). Pentru toate valorile n mai
mari ca ng, valorile lui f(n) se gasesc intre c;g(n) si c,g(n). Vom spune cd g(n) este asimptotic strdns
legatd de f(n).
Definitia lui ®(g(n)) presupune ca fiecare membru al lui ®(g(n)) sa fie asimptotic nenegativ, adica

f (n) sa fie nenegativa cand n este suficient de mare.

¢, gln) ‘ cgln)

f(n) | /

f(n) ! —
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f(n) = O(g(n) f(n) = O(g(n)) fn) = Qig(n))

(a) (b) (c)

Figura 2. Exemple grafice ale notatiilor ®, 0, Q. In fiecare parte, valoarea lui n, este valoarea minima posibil3. a)
Notatia O care strdnge functia intre doua constante. a) notatia O ce margineste superior functia cu un factor
constant. c) notatia Q ce margineste inferior functia printr-un factor constant. Pentru un n > n,, valoarea lui f(n)

va fi deasupra lui cg(n).
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Pentru a exemplifica notatia asimptotica ©(g(n)), sa demonstram ca Enz —3n = 0(n?).
Pentru a realiza acest lucru. Trebuie sa determinam constantele pozitive ¢4, ¢ si ng astfel ca:

c,n? < =n? — 3n < c,n? pentru orice n = ny. iImpértim prin n?, rezulta:

N | =

Clg

N | =
Slw
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Inegalitatea din dreapta, poate fi realizata pentru n > 1 alegand c, 25. De asemenea,

. . . o S R . A 1
inegalitatea din dreapta poate fi indeplinita, alegdnd n = 7 sialegand ¢; < T

N | =

R 1 1. e
Astfel alegand ¢; = o C2=55ing = 7, putem verifica cd ~n? — 3n = 0(n?).

Evident, se pot alege alte constante, important este ca am gasit una din optiuni.

Putem folosi de asemenea, definitia formald pentru a verifica dacd 6n° # ®@(n?). Sia
presupunem, pentru a crea o contradictie, cd existd ¢, si n, astfel incat 6n3 < c,n? pentru orice
n = ny. Dar atunci, n < %2 ceea ce nu este posibil pentru un n oricit de mare, deoarece c, este
constant. Intuitiv, termenii de grad mai mic ai functiei asimptotic pozitiva pot fi ignorati deoarece ei
devin nesemnificativi pentru un n foarte mare. De aceea, setand c; la o valoare putin mai micd decat
coeficientul celui mai mare termen, si ¢, la o valoare putin mai mare decat coeficientul celui mai mare
termen permite ca inegalitatea din definitia notatiei O sa fie satisfacuta.

Un alt exemplu, pornind de la functia de grad doi, f(n) = an? + bn + ¢, unde a, b, c sunt

constante cu a > 0, eliminand termenii de grad inferior obtinem f(n) = 0(n?).

o . .. . a 5a . |b] |c|
Urmarind pasii de mai sus, alegem constantele ¢; = 3/ C2=5s5ing = 2-max ((7),( ;) .

Se poate verifica, cd 0 < ¢;n? < an? + bn + ¢ < ¢,n? pentru orice n > ny. In general pentru orice
functie polinomiald in care termenul cu cel mai mare grad are coeficient pozitiv avem p(n) = @(nd)

unde d este gradul polinomului.

Notatia O

Pentru a defini o limita asimptotic superioara a unei functii folosim notatia O. Pentru o functie

data, g(n), notdm cu 0(g(n)) un set de functii astfel:

existd constamtele pozitive c si ngy astfel ca }
0 < f(n) < cg(n) pentru oricen = n,

0(gm) ={rm



Vom folosi notatia O pentru a desemna limita superioara a unei functii. Figura 2b) prezinta acest
lucru. Pentru orice n > ng, valoarea functiei f (n) este mai micd sau cel mult egala cu g(n).

Pentru a indica faptul cd o functie f(n) este membrd a 0(g(n)) vom scrie f(n) = 0(g(n)). De
notat cd ©(g(n)) € 0(g(n)). Demonstratia c& orice functie de grad 2 cu a > 0 este in ©(n?) este
valabil si in cazul notatiei 0, ceea ce inseamna ci orice functie de grad 2 cu a > 0 se aflin 0(n?).

Ce este mai important, este ci orice functie lineard an + b se afld in 0(n?), afirmatie ce se
verifica simplu dacd ¢ = a + |b| si ny = 1. Aceasta afirmatie poate pare ciudatd, dacd ludam cazul
n = 0(n?). Notatia O este folositd , mai ales pentru a descrie limitele asimptotic superioare, in sensul in
care si O realizeaza, pe de o parte acelasi lucru. Totusi, nu specificam cdt de aproape de functia originala
f (n) se gaseste functia ce o delimiteaza.

Folosind notatia O(n), descriem deseori timpul de rulare al algoritmului. De exemplu o structurd
repetitivd in altd structurd repetitivd ( denumitd si imbricata in altd structurd repetitiva), va avea 0(n?)
n cel mai rau caz. Costul buclei interioare variaza de la O (1) (constant) la n.

Din moment ce notatia O descrie limita superioara, o vom folosi pentru a descrie cel mai rau caz,
astfel 0(n?) este o descriere corecti a celui mai nefavorabil caz pentru algoritmul de mai sus. Faptul c3
0(n?) este limita superioard, nu implica faptul c3 algoritmul este cuprins de limitele date de ©(n?). De
exemplu, pentru algoritmul de insertie cand sirul este deja sortat obtinem un ©(n) suficient pentru a

delimita timpul necesar rularii algoritmului.

Notatia 2

Aceasta notatie oferda un mod de a exprima limita asimptotic inferioard a unei functii. Pentru o functie
data g(n), vom nota cu Q(g(n)), setul de functii:

exista constante pozitive c si ny astfel ca}
0 < cg(n) < f(n) pentru orice n = n,

a(gm) = {f )

Figura 2c) prezinta aceasta multime de functii.

Teorema 1l

Pentru orice doua functii f(n) si g(n), f(n) = ©(g(n)) dacd si numai dacad f(n) = 0(g(n))
si f(n) = Q(g(n)).



Ca un exemplu pentru aceastd teoremd, si considerdm c3 an? + bn + ¢ = ©(n?) pentru orice
constante a,b,c cu a > 0. Aceasta implicd faptul cd an? +bn+c=0(n?) si cd an®?+bn+c =
Q(n?).

Din moment ce () descrie o limita inferioara, o vom folosi pentru a descrie cel mai bun caz al
unui algoritm. Sa luam spre exemplu, sortarea prin insertie.

Timpul de rulare pentru algoritmul acesta, se afld intre Q(n) si 0(n?) din moment ce se afl3
intre o functie liniara si una patratica. Mai mult, aceste legaturi sunt asimptotic precise, adica timpul de
rulare nu este in Q(n?) din moment ce in cel mai bun caz algoritmul nu ruleazi decat in timp n.

Notatia asimptotica defineste o relatie de ordine partiala intre functii, adica intre eficienta relativd a
diferitilor algoritmi care rezolva o anumita problema: pentru oricare doua functii f,g : N - R* definim
relatia binard : f < g daca O(f) € 0(g). Relatia ” <” este o relatie de ordine partiald in multimea
functiilor definite pe N cu valoriin R*. Definim si o relatie de echivalenta f = g dacd O(f) = 0(g).

Tn multimea O(f) putem inlocui pe f cu orice altd functie echivalent3 cu f. De exemplu logn = Inn
implica O(logn) = O(Inn). Ca reguld avem ierarhia:

0(1) c 0(logn) c O(n) € O(nlogn) c 0(n?) c 0(n®) c 0(2M)

Pentru o problema data, dorim sd obtineam un algoritm corespunzator unui ordin cat mai “la stanga”.
Pentru a simplifica calculele vom reduce din functia polinomiala, pastrand termenul cu gradul cel mai

mare. De exemplu:
n®+3n2 +n+8€0(n®+ (3n% +n+8)) = 0(max(n®, 3n% + n+8)) = 0(n%)
Deoarece notatia se aplica pentru un n suficient de mare, relatia de mai sus este adevarata. Chiar daca

ceilalti coeficienti ar fi fost negativi relatia este adevarata:

n® [n3
n?—-3n*-—n-8€0|—+|—-3n>-—n-8
2 2
= 0 max n_3 n—3—3n2—n—8 =0 n_3 =0(n?
B 2\ 2 o\ 2 )

chiar daca pentru 0 < n < 6 polinomul este negativ.



Notatia asimptotica conditionata

Mai multi algoritmi sunt mai usor de analizat daca vom considera initial cazuri a caror marime satisface
anumite conditii, de exemplu s fie puteri ale lui 2. Tn astfel de situatii, folosim notatia asimptoticd

conditionatd. Fie f : N = R* o functie arbitrara sifie P : N — B un predicat.

existd o constanta pozitivp c si ny astfel incét}
n=ngsi Pm)=tn) <c-f(n)

0(fIP) = {t . N5 R

Notatia O(f) este echivalentd cu O(f|P) unde P este predicatul a carui valoare este mereu true. Similar
pentru notatiile Q(f|P) si ©(f|P).

O functie f : N » R* este eventual nedescrescatoare, daca exista un n; astfel incat pentru orice
n = ngsioricem = navem f(n) < f(m).

O functie eventual nedescrescdtoare este b-netedd daca f (bn) € O(f (n)). Orice functie care
este b-neteda pentru un anumit b > 2 este de asemenea b-neteda pentru orice b > 2.
Proprietatea 1

Fie b = 2 unintreg oarecare, f:N — R”* o functie netedasi t: N — R* o functie eventual

nedescrescatoare, astfel incat

pentrun =1
t(n) = {t(ln/zj) +t(["/5]) + bnpentrun + 1

unde a, b sunt constante arbitrare reale pozitive. Este dificil sd analizam aceasta ecuatie. Consideram

doar cazurile cand n este o putere a lui 2, atunci ecuatia devine:

pentrun =1
tn) = 2t(n/ ) + bnpentrun # 1

Prin tehnicile prezentate mai jos vom ajunge la relatia
t(n) € O(nlogn dacan este o putere a lui 2)
Pentru a ardta ca t € O(nlogn) trebuie sa verificdm daca t este eventual nedescrescatoare si nlogn
este neteda.
Prin inductie vom demonstra ca Vn > 1 avem t(n) < t(n + 1). Pentru inceput notam
t(l)=a<2(a+b)=t(2)
Fien > 1. Presupunem c3 pentru orice m < n avem t(m) < t(m + 1).1n particular,
t(ln/2]) < t(l(n + 1/2])
t(In/2]) < t(li(n + 1)/21))



Atunci, t(n) = t(In/2]) + t(In/2]) + bn < t({[(n+ 1)/2)) + t(((n+ 1)/2]) + b(n + 1) =t(n + 1)
Trebuie, de asemenea, sa aratam ca n log n este neteda. Functia este eventual nedescrescdtoare si

2nlog2n = 2n(log2 + logn) = (2log2n) + 2nlogn € 0(n + nlogn) = 0(max(n,nlogn))
= O(nlogn)

De multe ori, timpul de executie al unui algoritm se exprima sub forma unor inegalitati de forma

t,(n) pentru n < n,

t(n) < { t(In/2] + [n/2]) + cn pentrun > n,

Si

t,(n) pentru n < n,
t(In/2] + [n/2]) + dn pentrun > n,

t(n) = {

Pentru anumite constante ¢,d € R*, n, € N si pentru functii t;, t,: N > R™.
Putem scrie cele doua inegalitati astfel:

t(n) € t(In/2] + [n/2]) + O(n)

t(n) € t(In/2] + [n/2]) + Q(n)
Aceste doua expresii pot fi scrise si concentrat

t(n) € t(In/2] + [n/2]) + O(n)

Definim functia

(1 pentrun =1
fm) = {f(ln/zj + [n/2]) + n pentrun # 1

Am vazut cd f € O(nlogn). Ne Tntoarcem la functia t . prin inductie se demonstreaza ca exista

constantele v < d,u = c astfel ca

v<tn)/f(n)<u
pentru orice n € N*. Deducem atunci ca

t € 0(f) = 0(nlogn)
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Tehnici de analiza a algoritmilor

Nu exista formula generala pentru analiza eficientei unui algoritm. Aceasta este mai curand o
chestiune de rationament, intuitie si experienta. Pe baza exemplelor de mai jos vom arata cum se poate

efectua diverse analize.

Analiza algoritmului de insumare a elementelor din sir

Operatie de baza : adaugarea unui element din sir la sumd.
Marime de intrare: n, numarul de elemente din sir.

Indiferent de valorile numerelor din sir, vor fi n parcurgeri prin bucla for. De aceeaT(n) = n

Analiza algoritmului de sortare prin interschimbare

Algoritmul sorteazd, comparand cheile, si schimba daca este cazul intre doua elemente,
mentinand ordinea in sir. Vom parcurge sirul in doua for-uri imbricate dupa i si .
Operatie de baza: compara S[j] cu S|i].
Marime de intrare: n, numarul de elemente de sortat.

Pentru un n dat, vor avea n — 1 parcurgeri ale for-ului pe variabila i. La primul pas din for-ul pe i,
sunt n — 1 parcurgeri pe for-ul ce are contorul j. Tn al doilea pas existd n — 2 parcurgeri in for-ul j,
s.a.m.d. Numarul de parcurgeri ale for-ului i este:

(n—Dn

TmW=nh-1D+n0-2)+-+1= .

Analiza algoritmului de inmultirea a doua matrice

n cazul acesta, exista trei for-uri imbricate, iar cel mai interior, efectueaza o multiplicare si o adunare.
Operatia de baza: multiplicarea din cel mai interior for.

Marimea de intrare: n numarul de coloane si randuri.

Vor fi intotdeauna n pasi efectuati in fiecare for (cel de variabila i, cel de variabila j si cel de variabila k).

T(nh) =nXxnxn=n3
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Analiza algoritmului de cautare secventiala - cazul cel mai rau, cazul mediu

Dupa cum am vazut, operatia de baza nu este aceeasi pentru toate instantele de marime n ale
unui algoritm. Sa consideram numarul maxim de operatii de baza pe care un algoritm le va face pentru a
indeplini sarcina. Acesta se noteaza cu W (n) si se numeste complexitate a celui mai rdu caz. Daca T(n)
exista, evident cd W (n) = T(n). Cazul cdutarii secventiale este unul elocvent, pentru ca T (n) nu exista.
Operatie de baza : comparatia unui element din sir cu x.

Marimea de intrare : n, numarul de elemente din sir.
Operatia de baza este executatd in cel mai rau caz de n ori, cand x nu se afla printre elementele din sir.
De aceea W (n) = n.

Desi cel mai rau caz ne informeaza despre timpul maxim absolut consumat, in unele cazuri
suntem interesati de timpul mediu necesar unui algoritm. Pentru un algoritm, fie A(n) numarul de ori de
cate ori algoritmul executd, Th medie, operatia de bazd, pentru o intrare n. A(n) se numeste
complexitate medie. La fel ca in cazul celui mai radu caz, daca T(n) exista, A(n) = T(n).

n cele ce urmeazd vom analiza cazul mediu in ciutarea secventiali.
Operatie de baza: comparatia unui element din sir cu x.
Marimea de intrare: n, numarul de elemente din sir.

Prima data, vom analiza cazul in care x se afld in S, toate elementele din S sunt distincte. Astfel,

pentru un k, cu 1 < k < n, probabilitatea ca x sa se gaseasca pe pozitia k este 1/n. Daca x se afla pe

pozitia k, avem nevoie de k operatii pentru a-l localiza pe x. Atunci timpul mediu este:

n

n
1 1 1 nn+1 n+1
A(n)=2(k><—>=—x2k=—x ( )=
n n =] n 2 2

k=1

Asa cum era de asteptat, in acest caz, aproximativ jumatate din sir este parcurs.
Vom analiza in cele ce urmeaza cazul in care x s-ar putea sa nu fie in sir.
Atribuim o probabilitate p, evenimentului ca x se afla in sir. Daca x se afla in sir, atunci el se va

afla pe una din pozitiile de la 1 la n. Probabilitatea ca x sa se afle pe pozitia k este %, iar probabilitatea ca

sd nu se afle Tn sir este 1 — p. Astfel timpul mediu este:

p nn+1)

A(")=kZl(kX%)+n(1_P)=;><T+n(1—p)=n(1—g)+g
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Daca p = 1 atunci A(n) = (n + 1)/2 si obtineam cazul anterior, in care suntem siguri cd x se afla

printre elementele lui A(n).

Sortarea prin selectie

Consideram algoritmul de sortare prin selectie prezentat in primul curs. Timpul pentru o singura
executie a buclei interioare poate fi marginit superior de o constantd a. in total, pentru un i dat, bucla
interioara necesita un timp de cel mult b + a(n — i) unitati, unde b este constanta ce reprezinta timpul
necesar initializarii buclei. O singura executie a buclei exterioare are loc in cel mult c + b + a(n —1i)

unitati, unde c este o alta constanta. Algoritmul dureaza cel mult
n-—1

d+ ) (c+b+a(n—i))
2

unitati de timp, unde d este o alta constanta.
Simplificand, obtinem
a
(a/2)n? + (b +c+§)n+ (d—c—b)
De unde deducem c3 algoritmul necesitd un ordin de timp O(n?). Nu este necesar si

consideram cazul mediu deoarece timpul este independent de o ordonare in prealabil a elementelor.

De obicei, detalii ca initializarea buclei, nu se vor considera explicit. Pentru cele mai multe
situatii, este suficient sa alegem ca barometru o anumita instructiune din algoritm si sa numaram de

cate ori se executa aceasta instructiune.

Sortarea prin insertie

Timpul pentru acest algoritm, prezentat tot in primul curs, este dependent de ordonarea
prealabild a elementelor de sortat. Folosim comparatia A[i] > key ca barometru. S3 presupunem ca j
este fixat si fie key = A[j]. Cel mai nefavorabil caz apare cdnd x < A[i] pentru fiecare i intre 2 si i—1.

Numarul total de comparatii pentru cazul cel mai nefavorabil este:

2(1' =" oy
i=1

2
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Vom estima timpul mediu necesar pentru un caz oarecare. Presupunem ca elementele tabloului

A sunt distincte si ca orice permutare a lor are aceeasi probabilitate de aparitie.

Dacd 1 <k <, probabilitatea ca A[i] s& fie al k-lea si cel mai mare dintre elementele
A[1] ... A[i] este 1/i. Pentru un i fixat conditia A[i] < A[i — 1] este falsd cu probabilitatea 1/i.
Probabilitatea ca s3 se execute comparatia x < A[i] o singurd data inainte de iesirea din bucld este 1/i.
Probabilitatea ca si comparatia se poate executa de exact doua ori, este tot de 1/i. Probabilitatea ca si
comparatia sd se execute de exact i — 1 ori este 2/i deoarece se intdmpld cand x < A[1] si cand
A[1] < key < A[2]. Pentru un numar fixat, numarul mediu de comparatii este:
_i+1 01

1 1 1 2
Ci:1'T+2'—_+"'(i—2)'—_+ (i—l)'—_— -
i i i i 2 i

Pentru a sorta cele n elemente vom avea nevoie de 21,'1:2 ¢j adica:

n? +3n 5
— H, € O(n°)
Unde prin H,, = Y.1-; i"! € O(logn) am notat al n-lea element al seriei armonice.

n cazul mediu, algoritmul efectueaza de doud ori mai putine comparatii decat pentru cazul cel

mai rdu. totusi numarul comparatiilor este in ambele situatii in @(n?).

Heapsort

Vom analiza prima data algoritmul make-heap din cursul anterior. Definim ca barometru
instructiunile din bucla repeat din algoritmul de sift-down. Fie m numarul maxim de repetari al acestei
bucle, cauzat de apelul lui sift — down(T,i) unde i este fixat. Notdm cu j; valoarea lui j dupa ce se
executa instructiunea j « k la at-a repetare a buclei. Pentru t=1 j; =i. Daca 1 <t < m, la sfarsitul
celei de-a (t — 1)-a repetdri a buclei avem j # k si k > 2j.1n general j, = 2j,_; pentrul < t < m.
Atunci,

N2> jm = 2fmet = 4y = = 2™

Rezultd c& 2™~ 1 < ? iar de aici rezulta relatiam < 1 + log (?)

Numarul total de executari ale buclei repeat la formarea unui heap este marginit superior de
Py (1 + log?) unde a = |n/2]

Pentru a simplifica aceasta expresie, sa observam ca pentru orice k = 0

14



©_plog (%) < 2¥log (%) unde b = 2% sic = 2¢+1 — 1

Descompunem expresia de mai sus in sectiuni ale puterilor lui 2 si notdam d = [log(n/2)]

[4 d
n ki M 4 n
Zlog (?) < ,Z)Z logz—k <2 +1logzd_1
i= =

Aceasta inegalitate porneste de la egalitatea:

d
2 2% log (Zn—k) = 29+1]og (2:_1) —2—logn
k=0

Egalitatea de mai sus poate fi demonstrata la randul ei prim formula:

d d
Z 2% log ("/Zk) =(29*1 - 1)logn — 2(2"]{)
k=0 k=0

Mai ramane sd demonstram ca

d
2(2’%) =(d-1241+2
k=0

Dard = llog (g)] implica faptulcd d + 1 < lognsid — 1> logg .Tn concluzie

a
2 log (?) <3n
i=1

Deducem astfel ca make-heap necesitd un timp de t € O(n). Pe de alta parte, deoarece orice
algoritm pentru formarea unui heap trebuie sa utilizeze fiecare element cel putin odata rezulta ca
t € Q(n). Cu alte cuvinte, t € ©®(n). Se poate compara acest algoritm cu timpul de rulare al slow-make-
heap.

Pentru cel mai nefavorabil caz, sift_down(T[1..n — 1],1) necesita un timp in O(logn). lindnd cont c
make-heap este liniar, rezulta ca algoritmul heapsort are un ordin de timp O(nlogn). Acest lucru este

valabil atat pentru cazul nefavorabil cat si pentru cazul mediu.

Turnurile din Hanoi
Aceasta problema a fost descrisa in primul curs.

Observam ca pentru a muta cele mai mici n discuri de pe tijai petijaj(unde1 <i<3,1<j <

3,i # j,n = 1), transferam cele mai mici n-1 discuri de pe tija i pe tija 6 — i — j, apoi transferam discul
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n de pe tija i pe tija j, apoi retransferam cele n-1 discuri de pe tija 6 — i — j pe tija j. Astfel reducem
problema mutarii a n discuri la problema mutarii an — 1 discuri.

Urmatoarea procedura descrie acest algoritm.

HANOI(n,i,j)
1. © mutacele mai micin discuri de pe tijaipe tijaj

2. ifn>0then

3. HANOI(n —1,i,6 —i —j)
4, scriei —j
5 HANOI(n—1,6 —i —j,j)

Apelul initial este HANOI(64,1,2)
Consideram instructiunea scrie ca barometru. Timpul necesar algoritmului este dat de urmatoarea
recurenta:

pentrun =1

t(n) = {Zt(n —1)+1 pentrun>1

Rezultd ca t(n) = 2™ — 1. Vom demonstra acest lucru in cele ce urmeaza.

Analiza algoritmilor recursivi

Cel mai important castig al recursivitatii este faptul cd ea este naturald, si compacta, fara sa
ascunda esenta algoritmului prin detaliile din implementare. Pe de alta parte, apelurile recursive trebuie
folosite cu discernamant, deoarece solicita resursele calculatorului. lata cateva tehnici de analizare a

algoritmilor recursivi.

Metoda iteratiei

Se executa primii pasi, se intuieste forma general3, iar apoi se demonstreaza prin inductie
matematicd ca forma este corectd. Sa consideram de exemplu recurenta problemei turnurilor din Hanoi.

Pentru un anumit n > 1 obtinem succesiv

ttn) =2t(n—1) +2° =22t(n —2) + 20 + 2t = ... = 27" 1¢(1) + X2 2
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Rezultat(n) = 2" -1

Inductia constructiva

Inductia matematica este folosita de obicei ca tehnica de demonstrare a unei asertiuni deja
enuntate. Vom vedea in aceasta sectiune ca inductia matematica poate fi utilizata cu succes si in
descoperirea enuntului asertiunii. Aplicand aceasta tehnica, putem simultan sa demonstram o asertiune
doar partial specificata si sa descoperim specificatiile care lipsesc si datorita carora asertiunea este
corectd. Vom vedea ca aceasta tehnicd este utild pentru rezolvarea unor recurente ce apar in contextul
analizei algoritmilor.

Fie functia f: N = N, definita prin recurenta

0 pentrun =0
fo) = {f(n— 1)+n pentrun>0

n(n+1)
2

Sa presupunem cd nu stim ca f(n) = si sa cautam aceasta formula.

Avem f(n) = Xi < Xon =n?
Deci f(n) € 0(n?). Aceasta ne sugereazi ipoteza inductiei conform céreia f(n) = an? + bn +
c. Aceasta ipotezd este partiala, adica a,b,c, nu sunt cunoscute deocamdatd. Tehnica inductiei

constructive consta in a demonstra prin inductie matematica aceasta ipoteza incompleta si a determina

n acelasi timp valorile constantelor necunoscute. Presupunem ipoteza de mai sus valabild pentrun > 1:
fW=am—-12+b(n—1)+c+n=an?+ A +b—-2an+(a—b+c)
Daca dorim sa aratam ca formula este valabild pentru n, trebuie sd aratim ca f(n) = an? +
bn + c. Prin identificarea coeficientilor puterilor lui n obtinem ecuatiile
1+b—-2a=5»b
a—b+c=c

Cusolutiaa = b = 1/2iar ¢ putand fi orice numar.

2
Rezultd cd f(n) = n? + g + c. Rdmane sa ardtam ca relatia este valabild si pentru primul pas, 0.
f(0)=a-0+b:-0+4+c=c.Darcum f(n) = 0 pentrun = 0 avemc = 0.

2
Rezultd cd f(n) = n? + g pentru orice n.
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Recurente liniare omogene

Exista si tehnici ce pot fi folosite aproape automat pentru a rezolva anumite clase de recurente.

Vom Tncepe prin a considera ecuatii recurente liniare omogene, adica de forma
aptptaqty_q + -+ agty,_r =0
unde t; sunt valorile cautate iar coeficientii a; sunt constante.
Conform intuitiei vom cauta solutii de forma
t, =x"
Tncercdm aceastd solutie si obtinem
Apx™ + ax" L+t ax™ =0

Solutia triviala nu ne intereseaza. Presupunand ca avem k rddacini ale ecuatiei rezulta:

Orice combinatie este solutie a recurentei, unde constantele ¢4, ¢, ..., C; sunt determinate de
conditiile initiale. Vom exemplifica prin recurenta care defineste sirul Fibonacci:
th =th_1 —thy N =2
lar to = 0,t; = 1. Putem sa rescriem aceasta recurenta ca
th —th-1—th—2=0
Ecuatia caracteristica este:
x2—x—-1=0
Radacinile acestei ecuatii suntry , = 11-2—\@ Solutia generala are forma:
t, = i1t + Ca1y
Impunand conditiile initiale obtinem
cg+c; =0 n=20
rcL+nrnc=1 n=1

- 1
de unde determinam ¢, , = + NG

1+V5 . -
n=6=——liarr,=—0 L
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Obtinem ¢, = % o™ — (8)™)

Se poate vedea ca algoritmul lui Fibonacci are un ordin exponential.

Ce facem daca radacinile ecuatiei caracteristice nu sunt distincte? Se poate arata ca daca r este

2.1

o radacina de multiplicitate m, a ecuatiei caracteristice atunci t, = r™, t, = nr™, t, = n°r", ..., t, =

nm-1pn

Solutia generala pentru o astfel de recurenta este o combinatie liniara a acestpr termeni si a

termenilor proveniti din celelalte radacini ale ecuatiei caracteristice.

Recurente liniare neomogene

Consideram urmatoarea formula generala pentru recurente:
agty, + ajty_q + -+ agty_ = b"p(n)
unde b este o constantd, iar p(n) este un polinom in n de grad d. Ideea este ca prin manipulari
convenabile, putem reduce un astfel de caz la o forma omogena.
Un exemplu pentru o astfel de recurenta poate fi :
t, — 2t,_; = 3"
Tn acest caz b = 3,p(n) = 1. Inmultim recurenta cu 3 rezult3
3t, — 6t,_, = 3"*1
Pentrun + 1 avem
3t,4q — 6t, = 3™*1
Daca scadem cele doua ecuatii obtinem
tpe1 — Stp + 6,1 =0
Am obtinut o ecuatie de recurenta omogena, pe care o putem rezolva ca pe precedenta. Ecuatia
caracteristica este:
x2—5x+6=0
adicad (x — 2)(x — 3) = 0. Se observa ca factorul (x — 2) corespunde partii stangi a recurentei initiale
iar (x — 3) a aparut ca rezultat al manipularilor efectuate, pentru a elimina partea dreapta.
Generalizand, sa luam ecuatia caracteristica:
(agx® + a;x* 1+ +ap)(x —b)Ht =0

Vom rezolva acum recurenta corespunzatoare problemei turnurilor din Hanoi:
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t, =2t,_1+1 n=>1
lar to = 0. Rescriem recurenta astfel: t, — 2t,_1 =1

care este de forma de mai sus cu b = 1,p(n) = 1. Ecuatia caracteristicd este (x —2)(x —1) =0 cu

to = 0. Pentru a doua calculam t; = 2ty + 1. Rezulta
t,=2"-1

Rezultd astfel ca ordinul lui t,, este 0(2™").

Schimbarea variabilei

Uneori, printr-o schimbare de variabila, putem rezolva recurente mult mai complicate.
lata un exemplu in acest sens:
T(n) =47 (2)+n n>1
in care inlocuim pe n cu 2%, notdm cu t;, = T(2%) = T(n). Obtinem
ty = 4ty + 2F
Ecuatia caracteristica a acestei recurente este:
x—-4)(x-2)=0
si deci, ty = c;4% + c,2%. Tnlocuim pe k cu log n rezults:
T(n) = c;n? + cn

Rezultd c& T(n) € 0(n?) unde n este o putere a lui 2.
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